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RBsuMB. - On s’inttresse 21 un processus non 1inCaire rkfl6chi dans un intervalle compact 
de R. On montre I’existence d’une unique mesure stationnaire et la convergence en temps 
grand de la loi de ce processus vers la mesure stationnaire. 0 Elsevier, Paris 
ABSTRACT. - We study a non linear reflected process lying in a compact interval of R. We 
prove the existence of a unique stationary measure and the convergence for large time of the 
law of this process to the stationary measure. 0 Elsevier, Paris 
1. Introduction 
1. Soient p : [-2,2] -+ R, une fonction impaire, croissante et 
lipschitzienne ; et (Bt : t 2 0) un mouvement brownien 1-dimensionnel 
standard issu de z&o. 
(*) Texte pr&.entt! par Marc YOR, reGu en juin 1996. 
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Nous nous interessons a l’bquation differentielle stochastique reflechie 
non linktire : I xt=xo+Bf-i f9*u(S:x,~)ds-kt: s P(Xt E dx) = u$,odx): vt 1 0 vt > 0 WV 
oti on a note par I . I la variation totale et par n le vecteur unitaire normal 
sortant a l’intervalle [-1, 11, n (3~) = sgn (~).l{-~.~) (x). 
Cette E.D.S. a trois inconnues ; le couple (Xt, kt)t>o et la famille de 
densites (U (t, .) ; t > 0). Avec les hypotheses satisfaites par ,L?, si la 
densite u existe, on a l’existence et l’unicite du couple (Xt , IQ). 










b (a, Y) Ut (dy) 
> 
dt - & 
- 
( P (xt E dx) = ut (dx), .xt E 0, t > 0 
IkIt = ~‘lps~m,hlal.s < 00 
Ict = \ s n (x,3) dlk(, 0 
ou 0 un ouvert regulier de Rd, 72 (.) le vecteur normal unitaire sortant, 
ai.j (2, Y), b; (x:, Y), i E [l, d], des fonctions lipschitziennes et bornees 
sur Rd x R” et Bt un mouvement brownien independant de la condition 
initiale x0, a valeurs dans 0, ont tte Ctudiees en particulier par SZNITMAN 
(cf. [S]) : il montre un resultat d’existence et d’unicite trajectorielle d’une 
paire de processus (Xt3 kt) verifiant (E). 
Dans le cas d’E.D.S. reflechies lineaires, au sens ou la loi de la 
v.a. n’intervient pas dans les coefficients de l’equation, des thboremes 
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d’existence et d’unicite ont CtC Ctablies par LIONS et SZNITMAN qui etudient 
le probleme du point de vue du problitme de Skorokhod (cf. [LS]), STROOCK 
et VARADHAN qui resolvent le probleme sous la forme d’un problbme de 
martingales (cf. [SV]). L’equivalence entre le probleme de martingales et 
des E.D.S. avec conditions au bord a CtC Ctudiee par N. EL KAROUI (cf. 
[K]). Dans le cas lidaire, nous utilisons aussi un theoreme d’existence et 
d’unicite de NAKAO et SHIGA, cf. [NS]. On peut se referer Cgalement a 
WATANABE ([Wl], [W2]), MDA [I]). 
Dans le cas libre (i.e. sur R tout entier), une equation de type (ER) sans 
condition au bord a CtC CtudiCe dans [BRTV] et [BRV]. Dans ces articles, 
la fonction /3 satisfait les memes conditions, mais est supposee de plus 
convexe. Nous utilisons les memes techniques, mais le fait de se placer 
dans un compact permet d’affaiblir les hypotheses sur p. 
Soient un entier N 2 1 et u,1; une probabilite symetrique sur [- 1, 11”. 
On definit (cf. [S]) le systeme de particules associe a 1’E.D.S. (ER) par : 
I 
- -’ ,j=l 
(SW Ik’(t =It I{-lJ}(X) ~(qs < +9-z : 
kj 1 s n(Xj)dJ@l,, i E [l,N], t E R 
(X&j,.\-r de loi WV 
avec des mouvements browniens independants (9) a valeurs dans R, 
independants de la don&e initiale (X6) iG]l ,-y]. 
On connait l’existence et l’unicite du couple (X.‘, k’)iC]l.n~~ solution 
de (SPR), et il y a propagation du chaos d’apres le resultat de SZNITMAN 
(cf. [Sl). 
Dans ce cas, X’ (i E [l, N]) ne modelise pas la position d’une particule 
puisque la fonction /3 est croissante (quand deux particules s’eloignent, 
j’? augmente avec la distance entre les deux). En fait, X’ represente la 
charge d’une particule ionide qui se trouve dans un milieu biologique 
ou chimique. 
L’equation non lineaire (ER) modelise le fonctionnement de certains 
systemes biologiques. Les particules ne peuvent pas s’echapper d’une 
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certaine rkgion. Chaque fois qu’une particule atteint la front&e de cette 
region, elle est renvoyke a l’intkrieur. De plus, l’action des autres particules 
agit comme une force de rappel vers un &at d’kquilibre. C’est done 
un phCnom&ne de rkgulation d’un paramktre biologique (par exemple la 
temperature du corps humain) dans une rkgion fixCe. 
En appliquant la formule d’It6, on obtient 1’E.D.P. non linkaire satisfaite 
par la densit (voir la sous-section 2.1) : 
1 
%.r + ((io * u) U>.r = w 
[(P * 4 u] (6 1) = -%(k 1) 
[(P * u) 4 (6 -1) = -%(4 -1) 
Dans le cas stationnaire (i.e. pt = 0, en notant p la densid), on dCduit 
des equations pr&Cdentes que la densitk p est caracttrisCe par l’kquation : 
(1) CL(X) = exp (- Jl (P * IL) (Y) 44) x (4 
avec la constante de normalisation : 
(2) 
2. Nos rksultats sont les suivants. Dans une premitire partie, on montre 
I’existence et 1’unicitC de la mesure stationnaire. 
TH~ORBME 1. - Sous les hypothkses /3 impaire, croissante et lipschitzienne 
sur [-2,2], on a : 
(i) II existe unefonction symktrique p (i.e. p (x) = p (-x), Vx E [0, 11) 
qui soit une densite’ de probabilite’ et qui ve’ri$e (1). 
(ii) Soit X E’unique solution de (ER) avec donnt!e initiale X0. Si ,u est 
la densite’ de X0, alors le processus X est stationnaire (i.e. la densite’ de 
Xt est kgale L? p pour tout t > 0). 
Pour Ctablir cette existence, on utilise un thCori?me du point fixe. 
Pour I’unicitC, nous avons besoin d’une hypothkse supplkmentaire sur 
P : P (4 = PO (4 + ax, avec cy > 0 assez grand et ,L?o vkifiant les 
mCmes conditions que p; nous construisons alors une contraction sur un 
espace convenable. 
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Darts la partie 2, on s’interesse a la convergence vers la mesure 
stationnaire dans le cas d’une donnee initiale symetrique. Sous les 
hypotheses sur p assurant l’existence de la mesure stationnaire, on a : 
TH~ORBME 14. - Sous l’hypothdse de symetrie de la donnee initiale X0, 
si X est le processus stochastique rejlechi solution de (ER), alors (X+)t>o 
converge en loi, lorsque t + 00, vers l’unique mesure invariante ,u (x) dx. 
La troisieme partie est consacree a la convergence dans le cas non 
symbtrique. Notre outil principal est le principe de symetrisation suivant : 
Jiz E [h (Xt)] = 0 
avec h : [-1, l] --f R lipschitzienne et impaire. Cela nous permet d’ttablir 
le principal resultat de ce papier : 
TH~OR~ZME 20. - Dans le cas d’une donne’e initiale X0 non symetrique, le 
processus r@echi (Xt)~o converge en loi, quand t -+ +CQ, vers l’unique 
mesure de probabilite’ syme’trique invariante p (x) dx solution de 1 ‘equation 
(1). 
Dans la demiere partie, on etudie deux cas particuliers : ,0 (z) = x3 et 
/3 (x) = x5. Nous montrons que les resultats precedents s’appliquent a 
cette situation, c’est-a-dire qu’on peut en fait choisir ici Q = 0. 
Remarque. - On peut Ctablir des resultats similaires en remplacant 
l’hypothese a grand par le fait que le processus X appartient a l’intervalle 
[-E, E] avec E petit. 
2. Existence et unicitk de la mesure stationnaire 
Considerons l’equation differentielle stochastique unidimensionnelle non 





vt 2 0 
P (Xt E dx) = u (&lx), Vt > 0 
xt E [-‘; 11, vt > 0 




n (&> dlkls 
0 
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avec (&; t 2 0) un mouvement brownien reel issu de zero, ou on a note 
par / . ) la variation totale et par 7~ le vecteur normal unitaire sortant a 
l’intervalle [-1, 11, n(x) = sgn (2).1{-r~r] (3~). 
On fait les hypotheses suivantes sur /3 : 
(HI) P : [-2,2] H R, impaire et croissante. 
(Hz) /3 lipschitzienne : il existe une constante C,j telle que 
IP (4 - P (YY)l L GIz - YI, b Y 65 FL 21 
(H3) P(z) = PO td+ cyz, avec /30 une fonction verifiant (HI) et 
(Hz), et Q assez grand dependant de /Ia. 
D’apres (Hz), la fonction [j est lipschitzienne et uniformement bomee, 
ce qui nous assure, d’apres SZNITMAN (cf. [S]), l’existence et l’unicite du 
processus rCflCchi (Xt; t > 0) solution de I’EDS reflechie (ER). 
2.1. L’Cquation aux dCrivCes partielles satisfaite par la densit 
Considerons une fonction test (au moins de classe C2) f, a support dans 
[- 1, l] telle que f’ (1) = .f’ (- 1) = 0. Alors en appliquant la formule 
d’It6 a cette fonction, on a : 








,’ f” (X.5) ds 
L’integrale par rapport a k est nulle et on obtient, en prenant l’esperance 
~(J(X,))=E(ft.Yoi)-~~(l”f’(X,,)(A*n)(S.x,s)d.~) . 0 
+ $3 (.I’f”(XI,)ds). 
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En utilisant le fait que la densite de Xt est u (t, .) et en derivant par 
rapport a t, on obtient 
s 1 -l f(X)% (t,xW =-f f’ (4 UP * 4 4(4 dx 
1 1 
+ 2 -l f”(x)u(t,x)dx 
s 
ou on a note ut la d&-ivCe de u par rapport a t. D’ou, apres integration 
par parties dans les termes de droite, nous deduisons 
.I 
1 
--1 f (4 ut (4 4 dx 
= -; [f (P * u) u]yl + ; .I_: f (x) [(P * u) u].r(t,x) dx 
f (4 uz-.I. (6 x) dx. 
Quand on se place dans le cas stationnaire (u ne depend pas de t) nous 
avons, pour f a support dans l’intervalle [- 1, l] et f’ (1) = f’ (- 1) = 0 
um + ((P * u) u)x = 0 
[(P * 4 u] (1) = -41) 
[(P * u) u] (-1) = -u&l> 
2.2. Rbultat d’existence et d’unicitk pour la mesure stationnaire 
Si X est une solution de (ER) et b (C-C) dx est une mesure stationnaire pour 
ce processus, alors p vCrifiC l’equation suivante au sens des distributions 
de Schwartz 
P” + [(P * 4 PI’ = 0 
et en integrant on trouve 
(1) 
CL (x) = exp (- Jo” (0 * PL) b) dY) 
x (4 
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avec 
THBORCME 1.. - Sous Zes hypoth2se.s (HI) et (HZ) pour /3, on a : 
(i) II existe unefonction symktrique 1-1 (i.e. p (3~) = p (-x), Vx E [0, 11) 
qui soit une densite’ de probabilite’ et qui ve’r@e (1). 
(ii) Soit X l’unique solution de (ER) avec donrke initiale X0. Si p est 
la densite’ de X0, alors le processus X est stationnaire (i.e. la densite’ de 
Xt est &ale h p pour tout t 2 0). 
Dkmonstration du thkort?me 1. 
(i) Soit 
(3) ’ v:[-l,l]~ R+, 
J 
~(x)dx= l+(x)= v(-x), 
-1 
Vx E [-l,l] et sup,,+l,~] u(x) < 00 
et on construit sur cet espace l’opkrateur A dCfini par 
A/L(x) := exp (- .&;“ (P * P) (Y) dy) x(p) 1 VPEE. 
On remarque que si l’opbrateur A admet un point fixe, alors ce 
point fixe est une mesure stationnaire solution de (1). On utilisera une 
gCnCralisation du thCor&me de Brouwer, dont nous rappellons ci-dessous 
1’CnoncC (cf. [DS] tome 1, p. 457), pour montrer que la restriction de A 
A un sous-ensemble de 2) admet un point fixe. 
PROPOSITION 2 (THI~OR~MEDE BROUWER). - Soit t? un espace de Bunach, 
C un sous-ensemble convexe fen& de B et A une application A : C H C 
telle que : 
(i) A est continue 
(ii) A(C) est compact 
Alors A admet un point jixe dans C. 
Introduisons les notations suivantes : 
B := {f; f : [-l,l] H R paire, continue}. 
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Soit M > 0. On pose 
(4 
J 
1 c,ji := f E B; f 2 0; . 
-1
f (4 dx = 1; sup,+I,II f (4 5 M 
> 
Pour tout u E CAT on dkfinit : 
(5) 
1 x Au(x) := Xexp - (I (P * 4 (YY) dy o > 
avec X (u) donnC par (2). 
11 est Cvident que CM est un sous-ensemble fern-k et convexe de i?. 
VCrifions les autres hypothkses de la proposition 2. 
LEMME 3. - Soit u un e’l&nent de Cnf. Alors p * u est une fonction 
impaire et 
(6) - -c, I J .T (0 *4 (Y) dy LC/j, 'v"z E [O, 11 0 
avec C/j la constante de Lipschitz de la fonction ,0. 
Dkmonstration du lemme 3. - /3 &ant impaire et u paire, on dCduit 
facilement que p * u est impaire. Pour 2 E [0, 11, on a : 
P * u (4 = 1’ P (x + Y> u (Y> dy + I1 P (x - Y> u (Y> dy. 
D’oti, avec l’hypothkse (Hz) 
IP*u(x)l I A1 IP( x + Y) - P (Y - 41~ (Y) dy 
1 
52 J C,,xu (Y) dy 0 
I c,c 
En intkgrant, on trouve 
J 
1 
-Cij I -CijX < (P * 4 (Y) &/ I C/G I C;j, 
0 
d’oti notre r&,ultat. On peut remarquer que nous n’avons pas utilisk le 
fait que supTE[-l,l] u(x) I M. 
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LEMME 4. - IL existe M (dkpendant seuleument de ,O) tel que l’on ait 
1 ‘inclusion : JVAI) E CM. 
Dkmonstration du lemme 4. - Soit u E C,+I. On a, par dkfinition, 
1 I4 
O<Au(x) = mexp (P*u)(Y)~Y 
c fJ !i 




z -1 .i exp( - CL,) dz 
= 2e-‘” cf. (6). 
Alors SU~~~~-~.~I IAu(z)( 5 q. 
En choisissant M 1 T et en utilisant le fait que AU est une 
densitk paire, on a Au E CJI. D’oti notre rksultat. 
LEMME 5. - A est un ope’rateur lipschitzien (done continu). 
Dkmonstration du lemme 5. 
lo. On dkompose Au(z) - Av(~) sous la forme 
(7) Au(x) - Av(:c) = & f3 (x) + (A (7l) - x (u)) w (XT) 





w (4 = x (7L) x (g exp - o (P * u) (Y) dY 1 
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et 
(9) 0 (4 = exp (- 1:’ (P * 4 (Y> dy) - w (- 1” (P * 4 (Y) do). 
Soit z E [O,l]. Nous avons 
P*u(d = Jxl [PC z + Yy> - P (Y - 41 u (Y) dY 
done 
avec 
0 (3~) = exp(-yh (x)) - exp(-cp,, (x)> 
et 
oil w = u ou v. 







i IP (Y + 4 - P (z - ?/>I d4lu - ‘ullx 
I &llu - VII, 
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En inkgrant, on obtient 
2’. On a vu, dans la demonstration du lemme 4, que 
x (u) > 2e+, x (?I) > 26 
et on sait que p * w est minoree par -C,J, on a done 
(14 
e3CP 
0 5 w (x) 5 - 
4 ’ 
vx E [O, 11. 
Or X(U) - X(v) = J”, 0(x)dx, d one, avec l’inegalite (13) Ctablie 
precedemment, on obtient 
(15) IX (u) - x (?J)I 5 2C:,eCd IIU - z&c. 
On en deduit que 
Done 
lldu (x) - dv (x)lloc, 5 c!je2C, 
Ceci montre que A est lipschitzienne et en particulier continue. 
Revenons a present a la demonstration du theoreme 1. Montrons que 
A (CM) est compact. Puisque A (C~J) c C,~,Z c I3, il suffit de voir que 
A (C-1,) est une famille Cquicontinue de fonctions. Cette condition est 
satisfaite si 
(16) SUkC.bf sup,.+l.11 ((Au)’ (4 < 00. 
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En utilisant la definition de Au, sa derivee est donnee par 
W-4’ (4 = - x (u> A-- (P * 4 (4 exp (- 1” (P * 4 b> dy) . 
D’ou 
done (16) est verifiee et A (Cn,) est compact. 
Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le theoreme de 
Brouwer : il existe done p dans CI\~ telle que dp = p. Ce qui montre 
le (i) de notre theoreme. 
(ii) Par consequent b est de classe Cr et elle verifie l’equation 
CL’ (4 = -(P * II> (4 P (4 
Supposons maintenant que P (Xa E dz) = p (z) dx. Alors 
P (Xt E dx) = p(x) dx. 
Ceci acheve la demonstration du theoreme 1. 
Nous avons Ctabli l’existence d’une mesure stationnaire pour (ER), 
Ctudions a present son unicite. Pour cela, nous allons utiliser un argument 
de contraction. 
TH~ORBME 6. - Sous E’hypothtbe (H3), i2 existe une constunte adO telle 
que, pour tout cy 1 CY~D~ 1 ‘kquation (1) admette au plus une solution. 
Pour demontrer ce theoreme, nous avons besoin de quelques resultats 
preliminaires. 
LEMME 7. - Soit u un e’lement de ID. Alors 
(17) (i) Po*u(x) = 
s 
o1 [PO (x + Y> - PO (Y-X)] U(Y) d.y, v'z E 10, 11 
(18) (ii) p*u(x) = Po*u(x)+ckx et P*u(x) 2 ax, vx E [O, l] 
Dkmonstration du lemme 7. 
(i) L’CgalitC (17) est Cvidente, car ,f30 verifie les memes proprietes que /3. 
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(ii) Puisque ,# admet la decomposition donnee dans (Ha), nous pouvons 
ecrire 
p * u(x) = p() * u(x) + cdd * u (x) 
I 
1 
= fi() * 7J. (x) + a (x - Y> u (Y) dY 
. -1 
= ,B” * u (x) + ax. 
D’autre part, ,L30 est une fonction croissante sur [0, l] et, en utilisant (i), 
il est facile de voir que /3() x u (CC) > 0, V’s E [0, 11. D’ou le resultat. 
Nous allons introduire maintenant un espace de Banach et une application 
definie sur cet espace pour laquelle on verifiera qu’elle est une contraction. 







I-c (4 = - x (PL) exp - (P *PL) (Y) dY 0 > 
1 cYX2 
i x (/L) exp 4 > 
-- . 
2 ! 
vx E [O, l] 
J 
1 
q v : [-l,l] H R+: v(x) dx = 1, v(x) = I/(-X), 
-1 
et on munit cet espace de la norme M : 
w4 = I1 ( 1 + [XI) v(s) dz. 
-1 
11 est clair que p E V,,,. Puisque A est un operateur de D)n dans 2), 
l’idee de la preuve du theoreme 6 sera de montrer que, pour a assez grand, 
A est une contraction, ce qui assurera l’unicite du point fixe. 
LEMME 8. - I1 existe me constante ne d&pendant que de /To, note’e K (,&I), 
telle que, pour tout u E DO, 
TOME 122 - 1998 - No 7 
PROCESSUS NON LINl?AIRE AUTOSTABILISANT RhLfiCHI 53.5 
Dkmonstration du lemme 8. - Avec 1’inCgalitC (6) appliquke B ,&t, on a 
Po*u(y) 5 c:90, VY E [O!l]. 
En intkgrant cette inCgalitC de 0 B 2, now obtenons 
s 
:t 
PO * U(Y) I c,j,x L C!?,, v’z E [O,l]. 
0 
D’autre part, avec (18), on a 
22 
J 
o1 exp (-clj,,) exp 
Avec le changement de variable y = fix, Q 2 1, nous obtenons 
A(u) 2 $ exp(-C,d,) ifiexp (-$) dy 
On a done le resultat du lemme 8 avec K (PO) = $$. 
LEMME 9 . - Soit 8 : [- 1, l] H R une fonction paire, d@nie par 
,I 
(B*u)(Y)dg) -exp(-~F(P*vHvW~), 
x E [O, 11 
pour u et v appurtenant h 73,. Alors 
(24 18(x)1 <C,j,$exp(-$)N(u-v). 
Dkmonstration du lemme 9. - En utilisant (18), on a 
8(x) = e -+s, (cc), 
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avec &I dCfini comme 0 en remplaqant /3 par /Jo. Nous nous intkessons 
tout d’abord B 80 : 
180 (4 2 1” Ho (Y) dY, % E [o, 11 
oti, comme dans la dkmonstration du lemme 5, 
Ho (Y> = 
11 
o1 (PO (Y -t 4 - PO (z - Y)) b (4 - 7Ic4 lErj 
5 
J 
o* IPo(Y+~z)-~o(~-Y)II~(~)--21(~)l~~, ?dOJl 
I 3&j Y 
s 
l Iu(z) -?J(z)Jdz 
0 
‘l = 2G, y I 
(1 + 4b (4 - ?J (41 & 
5 C;& yN ;II - v). 
lfz 
Done 
lt9(x)( 5 C,j, g exp (-$) ni(u - TI). 
LEMME 10. 
(i) A est un opkrateur d@ni sur I?,, b valeurs dans D. 
(ii) II existe a/j, > 0, 0 < k;jO < 1 tels que, pour tout QI 2 12/j, et pour 
tout u, v E Vn, on a 
(23) N(d(u) - 44) 5 4,Jqu - v) 
DLmonstration du Zemme 10. - Utilisons la dkcomposition (7) de A (u) - 
d(w): 
N(d(u)-d(w))=N 
s X(u) ~N(B)+IX(w)-+)/N(W). 
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Pour le premier terme du membre de droite, on a 
En posant y = fix, nous obtenons 
-&N(O) 5 $K(/30)C,,N(u-w) iw (1C$=)y2e-Gdy 
<_ ;Aq(L-w) 
avec C une constante universelle ne dependant que de ,L?o. 
D’autre part, majorons IX (v) - X (u) ( 






De mCme, on a, pour IV, 
On obtient finalement 
N(d(u)-d(v)) 5 $V(u-v). 
Pour Q assez grand, A est une contraction, done elle admet un unique 
point fixe. Ceci Ctablit le thCor&me 6. 
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3. Convergence vers la mesure stationnaire dans le cas symhtrique 
On se place deja dans le cas symetrique : on suppose que Xe est 
une variable aleatoire de loi symetrique, independante du mouvement 
brownien et a valeurs dans [-1, I]. 
On Ctudie le comportement asymptotique, lorsque t + 00, du processus 
reflechi (Xt; t > 0) : on montre que, sous les hypotheses du theoreme 6, 
il converge en distribution vers I’unique mesure stationnaire h, solution 
de (1). 
3.1. Rhltats pr6liminaires 
3.1.1. Lemme de comparaison en loi. - On note par 
,+, := {b : R+ x [-1, l] H R telqu’ilexiste Cb > 0 tdque, 
vx, y E [-1.11. p(s.z) - b (%Y)l I Glx - WI), 
Pour b E Clip,, il existe une unique solution forte Xc”) de l’tquation 
differentielle stochastique rCflCchie 
f X,(” = X0 + Bt - /+b (s; X.:“‘) ds - k+, t>0 
(Ed 
i 
avec (Bt; t 2 0) un mouvement brownien unidimensionnel, Bo = 0 et X0 
une variable aleatoire F~J - mesurable. 
On va considerer des fonctions b telles que 
(24) (sgnx) b(s;z) > 0, V’s > O, t/x # o. 
Eliminons un lemme de comparaison en loi qui sera tres utile dans 
la suite. 
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LEMME 11. - Soient b et c deux fonctions, e’lt+ments de Clip, impair-es, 
vtrQiant (24) et 
(25) (ssn~:)(b(s,~)-c(s,~)) 2 O(=sp. I>? 
v’s > 0, vx E [-l,l], x # 0. 
Alors, pour toutefonction f : [-1, l] H R paire et croissante sur [0, 11, 
on a 
(26) 
ob x(b) _ (cl _ 
0 - X0 - X0. En particulier, pour tout n entier, 
E [(X,‘“‘)““] 5 E [(Xjc’)27L] (resp. >), Vt > 0. 
Dbmonstration du lemme 11. - Soit (f7r)n>l une suite de fonctions - 
reelles, definies sur [- 1, 11, paires, croissantes sur [0, l], au moins de 
classe C2 avec f:, (-1) = f:, (1) = 0, telle que 
lim f,, = f. nicx 
Par exemple, on prend pour fn la suite suivante 
L f(1) = f(-1) si 2 E -1, -1 + & [u] 1 - $, 1 I fn (4 = Prr (4 si x E -I+-&l+;[“]l-+~ 1 s (4 si 2 E -1+1 l-1 n’ 11,  
avec (pTL (x) choisie telle que fn(z) verifie les proprietes requises. 
(a) Posons ‘un (t, x) = ET [fi, (Xj”)] et ‘u (t, x) = E, [f (Xjb’)] avec 
X0 = x. On note Xjb”) le processus correspondant partant de z. 
La loi de -Xt(b”c) &ant celle de Xjb’-“.) et fit Ctant paire, il est evident 
que u, (t, zr) est paire en 2 pour tout entier n (et de mCme pour v(t, x) 
car f est paire). 
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En appliquant la formule d’It6 A la fonction f,,, on a 
(27) 
Soit (v~)~ = &. DCrivons (27) par rapport g z : 
(28) (4,)f = f (4).IT - b.d, - f-+:,)x. 
Sur R+ x [0, 11, 0 est solution de (28) et 
wi (0,x) = j$ (x) 2 0 car fn est croissante et z > 0 
w; (t, 1) = u:, (t, 0) = ?I:, (t, -1) = 0. 
On peut done appliquer un principe de comparaison (cf. [LSU], p. 15) 
et en dkduire ainsi que 
(G).r. (t, x> 2 0 si O<x<l 
et, par un argument de symhrie, 
(w,,).r (t,z) 5 0 si - 1 5 5 5 0. 
(b) Posons maintenant w,, (t? x) = E [f,, (X)‘,,‘))] et w (t, x) = 
E [f (X,‘“‘“))] avec la mCme convention de notation pour X, (f-.x) . 
On a, en notant L” le ghhateur infinitksimal du processus Xc”.,“) 
D’autre part, en appliquant h cet opkrateur la fonction vn dkfinie auparavant, 
on d6duit 
= (4t (t, x) - ; (v&-x (6 ~1 + b (4 4 W.r (6 ~1 
+ [c (4 z> - b (4 ~11 (‘~n).r (t,z> 
= [c (6 x> - b (t, x)1 (Q.c (4 x> d’aprk (a) 
50 d’aprk l’hypotheke (25). 
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Nous avons done montre que II, est une sow-solution de LCh = 0 et 
que w,, est une solution de cette equation. De plus, en t = 0, 
%, (0,x) = w, (0,X) = fn (x). 
D’apres le principe du maximum parabolique, on a 
On passe a la limite en appliquant le theoreme de la convergence dominee 
de Lebesgue pour obtenir 
Ceci demontre la proposition. 
3.1.2. Quelques rtfsultats SW des semi-groupes linkaires. - Nous allons 
dans cet alinea compiler quelques resultats relatifs aux semi-groupes lineaires 
symetriques sur une variete compacte. Soit b : [-1, l] H R une fonction 
impaire et croissante. Considerons l’operateur 
Lbf (4 = ; [f” (4 - b (4 f’ (41 
et la densite de probabilite Ub definie par 
(29) "h(x) = exp (- so” b (7~) dy) 
f , exp (- .&T b (Y> do) dx ' 
Les proprietes suivantes sont classiques (et faciles a verifier en integrant 
par parties) : pour toutes fonctions f, g : [- 1, l] I-+ R, de classe C2, a 
support dans [-1, l] avec f’ (1) = f’ (-1) = g’ (1) = g’ (-1) = 0, on a 
Wbf, dv, = (f, Lbdv, 
(Lbf, f)v, = - f s_: f’” (x) vh (4 dx. 
On en deduit que Lb est le generateur d’un semi-groupe (T,b; t > 0) 
markovien, sym&rique par rapport a Vb, contractant dans tous les espaces 
p (vh), (1 5 f’ < m)- 
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Mais en fait nous avons beaucoup mieux dans notre cas. On a le resultat 
suivant : 
LEMME 12. - Sous les hypothtses prtkkdentes : 
(i) L’ope’rateur Lb est h trace (dans L2 (I+,)). 
(ii) Les valeurs propres de Lb sont nkgatives, et la plus grande valeur 
propre non nulle est strictement kgative (proprie’te’ de trou spectral). 
(iii) Le spectre de l’ope’rateur est discret. 
Dkmonstration du lemme 12. 
(i) Soit pt la densite de Tp donnee, pour toute fonction f : [ - 1, l] --+ R 
appartenant a L2 (Q), par 
*l 
T;f (x) = 
1, 
Pt (? Y) f(Y) vi7 (dY). 
La densite pt &ant definie sur le compact [- 1, l] et continue, elle est 
bornee. Done, la condition 
1 .1 
JJ bt (x, d12ub (x> ub (9) dz& < 00 -1 -1 
est satisfaite. Et cette condition implique (cf. [DS] tome 2, p. 1083) que 
I’operateur Lb associe au semi-groupe T/ est, pour tout t > 0, un operateur 
de Hilbert-Schmidt (et done un operateur compact dans L” (Vb)). 
Mais la composee de deux operateurs de Hilbert-Schmidt est a trace, 
done l’operateur Lb est a trace car 
T: = T; o T:, 
2 2 
(ii) Nous avons vu que 
(Lb./-, f)v, = -; J: f2 (x> “b (x) dx. 
Soient X une valeur propre de Lb et f~ la fonction propre associee a A. 
On a done 
Wbfh fx)v* = NfAll2La (&) = -llm (zq). 
D’autre part, on sait, d’apres l’inegalite de Poincare (cf. [DJ p. 25), que 
J l f”(x) / 
1 
-1 46”(x)dx~,p1 f2(4dx 
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avec d(z) = min{]z - I], ]z + I]}. M ais d est majoree, il existe done 




c -1 f2 (4 dx 5 I1 -1 f’” (x) dx. 
En appliquant cette inegalite pour une fonction propre fx, on a 
afxll~~ (Vb) 5 -wAll2L~ (I+). 
Done X < 0. Ce qui montre la prop&C de trou spectral. 
(iii) Considerons un diffeomorphisme defini sur l’intervalle [- 1, l] et a 
valeurs dans le demi-cercle inferieur de diametre [- 1, I]. Completons ce 
demi-cercle en un cercle. On definit la projection du demi-cercle inferieur 
sur le demi-cercle superieur, orthogonale au diametre [- 1, l]. 
t 
On consider-e l’operateur Lb ordinaire defini sur ce cercle B l’aide du 
diffeomorphisme preddemment construit. Son image par la projection est 
un processus de Markov : c’est notre processus reflechi. 
L’operateur &ant elliptique, on se restreint aux fonctions paires et de 
classe C2, de derivees nulles en -1 et 1. Elles verifient done 2 = 0, oil 
n’ est le vecteur normal sortant au cercle. 
Ce qui implique que Lb est un operateur elliptique sur une w-i&& 
compacte. Son spectre est done discret. 
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COROLLAIRE 13. - Soit b : [- 1, l] H R irnpaire, croissante et 
appartenant Li &,. On note Xth) l’unique solution forte de (Eb) de don&e 
initiale Xib) adrnettant me densit 8 par rapport b l/b. Alors il existe x > 0 
et C > 0 tels que, pour toute fonction g E L” (i/h), on ait 
Dhnonstration du corollaire 13. - Soient (0, --Xl, --AZ, . . .) le spectre 
de l’opkrateur Lb et les fonctions propres associCes (fo = 1, fTf,, n > 1). 
La fonction g appartenant B L” (Yb), elle admet la dkcomposition suivante 
On a alors 
.%I (g (x,‘“‘)) = (6 Ttdv,. 
D’autre part, puisque Ttfi2 = ePXntff, pour tout n 2 0, on a 




IE.9 (g (x)“‘)) - (.CL h I I c lb, f,A, Ie--X%frz lb. 
It>1 
SUP@ I& (g($))) - (gJ)zd 5 C 
car l’opkateur Tt est B trace. 
Ceci Ctablit notre corollaire. 
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3.2. ThCor&me de convergence. - Now sommes maintenant en mesure 
d’etalir notre resultat : 
THBORI~ME 14. - Sous l’hypothlse (Hz) et E’hypothEse de sym&-ie de la 
don&e initiale X0, si X est le processus stochastique rkjlkchi solution de 
(ER), alors (Xt)tlo converge en loi, lorsque t ---f 00, vers l’unique mesure 
invariante p (x) dz. 
Remarque. - Puisque E(Xo) = 0, par antisymetrie de /3, on a 
(31) E (x,““+l) = 0, Vi E N, Qt > 0. 
Introduisons tout d’abors les notations suivantes. L’equation (ER) 
xt = x0 + Bt - ; liflr .I 
w(s,X,)ds - kt, Qt 2 0 
( w 
P (Xt E dz) = U (t, dz), vt > 0 
xt E [-l,l], vt 2 0, 
avec k defini de man&e habituelle, est equivalente a (Eb) avec 
(32) b (6 x) = Jf3 [P (x - Xt)]. 
On a alors les proprietes suivantes pour b. 
(PI) z H b (t,z) est croissante en z. 
(P2) b(t, -LIT) = -b(t,z), z E [A, 11. 
(Ps) b admet la decomposition b (t, x) = E [/$ (Xt)] avec 
i%(Y) = ;IB+YI+lj(1:+11)1. LYE [-1Jl. 
(p.d -Co% 1. b (04 I Cc/iu, 5 E 10, 11. 
0%) b (6 x) = E [PO (x - &>I + cm. 
(p6) lb(O) - b(t,y)l 2 ‘$1~ - ?/I. 
On definit 
T;,, (4 := supt>to b (4x); bto (~1 := in&, b(t,x), z E [O, 11 
&to (x) := -&, (-Lx); t& (XT) := -& (-xc), 2 E [-l,O] 
b(z) := limsupb(t,z); b(z) := l$nifb(t,x), z E [O,l] 
t-+m 
b(z) := 4(-x); b(z) := 4(-z), 2 E [-LO]. 
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On d6duit les propriM% suivantes : 
(PT) btto, &“V 6, i; sont croissantes, impaires et uniformkment lip- 
schitziennes. 
(Ps) Pour tout t 2 to, 
btt, (x) 5 b (t, x) 5 zto (x). CL: E [O, l] 
bt, (z) 5 b (6 x) I btt, (X)? x E [-1: 01. 
(Pg) Pour tout to, 
- 
exp 
(33) Ti(5) = z+) = 
(- Jj“’ 6 (Y) dY) 
J”, exp (- J!.“’ 6 (Y) dl/) ds 
(et de mCme 21 avec b remplacC par b). 
LEMME 15. 
(i) On a les i&galitks suivantes 
(34) P*$g Ib(z) G(z) IP*c+). 
(ii) Soit f : [-1, l] t-+ R+ paire et croissante SW [0, l], de classe C”. Alors, 
il existe deux constantes positives Cl, Cz telles que, pour tout t 2 2 to, 
(35) - C&to + 
.I 
-1 
-1 .f (YY) vi;t, (Y) dY L E [f WI 
I 
1 
2 f (9) 4, 0 (Y) dy + G2edAfo. * -1 
Dkmonstration du lemme 15. 
1’. ConsidCrons les processus rCflCchis Y et 2 solutions de 
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avec k defini par 
t pclt = 
J 
+,I} 0’2 4lclw kt = 
s 
t TZ (K) dlkls 
0 0 
et x dtfini de la mCme facon en remplaqant b par %T et Y par 2. 
Appliquons le lemme de comparaison en loi (lemme 11) avec une 
fonction f verifiant les proprietes de (ii). Nous obtenons 
E [f G>l 5 E [f (WI I E Lf (WI. 
D’oii, d’apres le corollaire 13, 
(36) 
a1 
- Clcfe -A (t-to) + J -1 f(y) qt, (Y) dy F E [f (-WI 
I 
1 
< - _ f(y) ~5, (YY) dy + C’kfe-X(f-“‘) 0 J-l 
avec 
‘cf= -1 .I 
l f” (Y) w&, (Y) dY = II% (Q,“) 
(et de meme Ef avec &, a la place de &,). 
A (P9), que ‘3Ff et $ sont finis. 
2’. Soit z ~10, l]. On choisit f = & dans 
et puisque E [/%. (Xt)] = b (t,x) 
11 est facile de voir, grace 
(36). On a done, avec (P3) 




,& (y) vbl, (y) dy+Cze-X(f-to). 
En passant a la limite sup et a la limite inf lorsque to + +co, on 
obtient, pour z E [0, l] 
1 1 
lim inf J to--x -1 6’~ (Y> ur;,, (y)dy I b(x) 5 71 (x) 5 limsup J t,--tcx -1 i% (Y> Q,, (ddy. 
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Puisque 5 (x) = t&nm&t,, (x) et $to sont bornees, on a 
De meme, 
ce qui acheve la demonstration du lemme. 
Dkmonstration du thLor2me 14. 
lo. La premiere &ape consiste a montrer que b (t, .) converge, quand 
t --+ cc, c’est-a-dire que b = 5. 
Nous avons besoin d’un rtsultat general. 
LEMME 16. - Soient c et d deux fonctions v&rijant les hypothtses c, 
d : [-1, l] +-+ R impaires, croissantes, appartenant b Llilj, telles gue 
(sgnx) (c(x) - d(z)) > 0, Vx E [A, 11, 5 # 0. 
Soient Xc’) et Xc”) les solutions de (E,,) et (Ed), partant de z&o. 






f (Y) vc (Y> dY I f (Y> Vd (Y> dY. 
-1 -1 
Dkmonstration du lemme 16. - Nous appliquons le lemme de compa- 
raison en loi 
E [f (Xj”‘)] I E If (xl”‘)l. 
Nous passons ensuite a la limite quand t + 00 et on deduit (37) en 
utilisant le corollaire 13. 
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Appliquons le lemme 16 aux fonctions fl* ii, b, b, @ * 14 qui vkrifient 
I’inCgalitk (34) : 
1 1 













= -l f (Y) PW (Y> dy. 
Soient f (2~) = 1 + (21 et 
N(w) = 
J 
1 f (x>Iw (4ldx. 
-1 
Avec l’idgalitk (38) et cette notation, on a 
(39) N(%-Z>SN(dG-dg). 
D’autre part, 21 l’aide de (18), on peut montrer que 
exp (- J;” P * U (Y> dy) JJlexp(-J;p*qy)(Jy)(Jx s i+iJe-+: xE'oJl. 
On en dkduit, en utilisant (34), que 
1 
U(x) < -e -,02 
x (a) 
2 ; x E [O, 11, 
d’oti Z E ;D,. Avec les mCmes arguments : u E 27,. 
On peut alors appliquer le lemme 10 : il existe k, < 1 tel que 
(40) N(dc-dg)<k,N(?i-g). 
On en dCduit de (39) et (40) que u = E =: ,LL*, et avec (34) : b = 5 =: b*. 
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2’. On veut montrer B prksent que, pour toute fonction f : [ - 1: l] H R 
paire et croissante sur [0, 11, on a 
avec p l’unique solution de (1). 






to--= -1 f (Y) q, (Y> do = lim J to-+x -1 




f (YO P (Y> dY. 
-1 
Done (41) est Ctabli. 
4. Convergence dans le cas non symCtrique 
Nous nous pla$ons maintenant dans le cas non symhrique i.e. oii la 
donnCe initiale X0 est une v.a. non symktrique B valeurs dans [- 1, 11. 
Par const!quent, la loi de X ne sera plus symktrique et nous ne pouvons 
pas utiliser la dkcomposition (P3). Nous allons &parer la fonction b en 
une partie paire bp et une partie impaire bi : 
(42) b I= bp + bi 
avec 
(43) bp (s,z) := 
b (s, x) + b (s, -x) 
2 
= +?(z-xs)-p(x+X,.)] 
(44) bi (S,ZX) := 
b (s, cc) - b (s, -2) 
2 
On va montrer que (lemme 19) ,liy% bp (t, ST) = 0, car y H ,l? (x - y) 
-/3 (z + 9) est impaire. 
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Pour montrer la convergence en distribution du processus reflechi 
(Xt)tlo vers la mesure invariante, il suffit done d’etablir une sorte de 
principe de symetrisation : 
t liy% E [f (Xt)] = 0 pour tout fonction f impaire et croissante. -+ 
En particulier, on aura 
t li+“oo E [Xfisl] = 0; i E N. 
* 
Le but de cette partie est de montrer la convergence du processus 
(Xt)t~a vers la mesure invariante. Pour ce faire, nous introduisons deux 
processus auxiliaires ; notre demonstration sera bake sur des comparaisons 
entre ceux-ci et le processus X. Considerons les deux processus ret&his 
Y et Z associes a X, definis par 
(45) 
(46) 
Yt=Xof&-I s t 2 0 bi (s, YJ ds - kjr




bj (s, 2s) ds - k,z 
avec 
p?-(t = J’ t 1{-1,q (K)dlk’ls, k y =s n (K) dlkkr Is 0 0 
et kz defini de la mCme man&e en remplacant Y par 2. La derive bi 
verifiant les hypotheses du theoreme d’existence et d’unicite de NAKAO et 
SHIGA (cf. [NS]) : elle est lipschitzienne et bomee, les processus Yt et Zt 
sont done des processus lineaires bien definis. 
De plus, le processus 2, &ant un processus de mCme loi que -&, on 
a : E(Zt) = 0 et E [(Zt)2i+1] = 0, Vi E N, Vt > 0. 
LEMME 17. - Avec Y et Z d&inis ci-dessus, on a : 
(47) (I$-Z,( 5 JXoIe-y; t>o. 
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Dhzonstration du lemme 17. - Le processus (Yt - Zt)t>o est B variation - 
bornte, on a done 
‘f 
Etudions le signe de 
t 
A(t) := - 
s 
sgn (I(+ - 2,s) dkL: + 
0 s 
t 
sgn (K - G) d&f 
0 
DCcomposons kr sous la forme 
q = A;; + Ic;-, 
avec 
ky+ .- J 
t 
t .- 0 lp;=+,} dk;., k;‘- := 
Done 
- J t sgn (ys-Zs) dki- = - 0 J t t sgn (Ys -2,) dkp - s sgn (Ys-ZS) dk.:’ 0 0 
Sur l’ensemble {Ys = +l}, sgn (Ys - Zs) et dkir sont toutes les deux 
positives. Elles sont toutes les deux negatives sur l’ensemble {Ys = -I}. 
On en diduit que 
s 
t 
- sgn (yS - Z,?) dk: 5 0, 
0 
et avec les mCmes arguments 
J 
t 
sgn (Y3 - 2,) dk,f 5 0. 
0 
Done 
A(t) < 0, (Vt 2 0). 
Ce qui nous donne : 
1% - Ztl I 1x01- ;.I’ sgn (Y, - Z.,) [h (s, K) - bi (s, Zs)J ds. 
0 
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D’autre part 
h (s, Y) - 6 (s, 4 = o! (Y - 4 + f E [PO (Y - X5) - PO (z - xv)] 
- ;E [PO (Y + xs> - PO (2 + Xs)] . 
De plus, puisque bi est croissante 




On applique le lemme de Gronwall pour trouver le rksultat 
IYt - Z*l < 1x01 e-Y 
LEMME 18. - I1 existe une constante c dkpendant de /? et X0, telle que : 
(48) E(IXt - Y,\) < ce-9; t 2 0. 
Dtfmonstration du lemme 18. 




= sgn (% - Ys) [bP (s, X,> + b; (s, X,) - b; (s, Y3)] d’aprk (42). 
On pose 
21, (4 := h(s) + 742 (s)+ $73(s) 
OiI 
h(s) : = sgn (X5 - Ys) [bi (s, X,$) - bi (s, Ys)] 
$2 (s) : = sgn(-& - K)f(s,X,) 
$3 (s) : = sgn(X, - uS)[b,,(s,X,) - f(s,X,,)] 
f(w): = ;q8(3:-Ys)-p(z+Y,)]. 
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2’, Calculons 
47 (~3 4 - f (s, 4 = a [E (Ys) - E (xs)] + ; E [PO (x - xs) - /%, (x - K)] 
+;E[~o(z+Ys)-p”(z+x~s)]. 
ConsidCrons une v.a. X: de mCme loi que X,, et indCpen&nte du 
couple ( X,g, Y, ) . Alors 
3”. De la mCme man&e, on a 
w (x - Y) [h (s, x) - bi (s, Y)] 
= a(~ - y/( + i E [Sgn (x - y).(Po (x - &> - PO (Y - X5))] 
+ i E [Sgn (x - Y)@O (x + X3) - PO (Y + L>>] 
= Ql2 - Yl + ; E [Iflo (x - XL, - PO (Y - x.31 
On obtient done 
(51) E ($1 (4) = aE (IX,5 - Y.s:sl) 
+ ; E [PO (Xv - xi> - PO (YT - x:)1] 
+ ; E [PO (X5 + x:, - PO (ys + x:)/l. 
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En rkmissant (50) et (51), on deduit 
(52) - E ($3 (4) - E (h(s)) 
2 a/E (Xs) - E (Ys)l - cd (IX - Ysi) 
I cd3 (IX, - Ysl). 
4’. On a 
f(t:“)=-aE(Yt)+~E(Po(2--Yr)-~o(2+~)]. 
Done, en utilisant le fait que /?a est croissante et lipschitzienne, on 
obtient, avec X’ une version independante de X 
-42 (s) = -sgn(.& - Ys) 
. -aE (Ys) + f E [PO (XL - K) - I% (xi + Ys)l) 
5 alE &)I + ; sgn (K).E [/PO (XL - ys> - PO (Xi + WI1 
5 alE (Ys)l + sgn (Y&E [C/~&l] 
L (0 + %,)lE 0’3 
-E ($2 (4) L (a + G&E (Ys)I. 
bi &ant impaire et 20 = 0, Zt a une loi symetrique, done E( Zt) = 0. 
Alors, d’apres le lemme 17, on a 
(E(Y,)I = IE(Y, - &>I 5 E(lrS --&I) I E(IXoI)e-y. 
Finalement, on obtient 
(53) -E ($2 (3)) < Ce-Y, 
oti C designe une constante universelle qui change d’une ligne a l’autre. 
5’. En prenant l’esperance de (49) et en utilisant (52) et (53), on a 
E (IXt - Y,l) i tE(/X,-Y,/)+ge-y ds. 
> 
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On applique le lemme de Gronwall pour obtenir (48) 
E(JXf - Ytj) 5 ce-+. 
Nous allons a present Ctablir une inegalite entre les processus X et 2. 
Le point cl6 de notre demonstration sera le fait que 2 est symetrique. 
LEMME 19. - Soit h, : [- 1, I] --i R une fonction lipschitzienne, i.e. 
]h (z) - h (y)I 2 Ch(Z - ~1, Vx, 1/ E [-I, I]. Alors il existe une constunte 
0 d&pendant de Ch et X0, telle que 
(54) JE(h(Xt))- E(h(Z,))( < &d: t 2 0. 
Si de plus h est uae fonction impaire, on a le principe de symktrisation 
(55) IE(h(&))l QJe-5'; t>O, 
en particulier 
tliFwbI,((t,2)=0; n:E [-l,l]. 
+ 
Dbmonstration du lemme 19. - On introduit le processus r&&hi Y de 
la facon suivante 
E (h (Xt)) - E (h (-5)) = E [h (Xt) - h (WI + E [h (Y,) - h (&>I. 
Or, on a 
IE (h (Xt) - h (WI I ChE (I& - Y,[) 
5 ChC e-y d’aprh (48). 
D’autre part, d’apres le lemme 17, on a 
-r? 
Ih(Yt) - h(-%)l 5 lxO/ch e 2 . 
On en deduit l’idgalitt (54). 
Si de plus la fonction h est impaire, puisque le processus (Zt)t2a est 
symetrique, on a : E [h (Zt)] = 0, ce qui nous donne le principe de 
symetrisation (55). 
On peut alors Ctablir notre resultat. 
THGORBME 20. - Sous l’hypothdse (H3) et duns le cas d’une donnke 
initiale X0 non symktrique, le processus rt;JEchi (Xt)+>o converge en loi, - 
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quand t * +CQ, vers l’unique mew-e de probabilite’ invariante p(x) dx 
solution de l’kquation (1). 
De’monstration du thkort?me 20. - Posons 
c (t, x) := bi (t, x). 
Pour to > 0, on d&nit Et,,, %a, C et c comme dans le cas symkique. c 
est une fonction impaire v&ifiant 1’inCgalitk suivante 
-c,x 5 c@,x) 5 c[jx; x E [O, 11. 
Par une approche similaire au lemme 15, on obtient, pour tout t 2 to, 
(56) J 
1 
- clcxto + 
-1 
f (Y> *to (Y) dy L E Lf’ (-G>l 
’ I Ge-Xto + 
s -1 
f (Y) +,, by> dy 
avec f : [-1, l] F+ R+ une fonction paire, croissante sur [0, l] et de 
classe C2. 
Choisissons f = ,& dkfinie par (PJ), pour z E [0, 11, et intkressons-nous 
Z+ la borne supkrieure (on peut faire de mCme pour la borne infkieure) 
dans (56). 
En passant g la limite sup quand to -+ foe, on obtient 
s 
1 
C(x) L &/>~&)4/=P+44 
-1 
avec les definitions (29) et (33) de V, et g. - 
Par symktrie, on a 
(57) P*~(x)Ic(x)<C(x)IP*14(x). 
Comme dans la preuve du Workme 14, on en dCduit que 
U=g=p et c=Z=p*p,. 
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En particulier, b est une solution de (1) et 
lim 
t-++no 
bi (t, x) = /3 * ~1 (x). 
On peut alors appliquer notre principe de symkrisation (lemme 19) pour 
obtenir 
lim b(t,z) = p*p((z). 
t-P+% 
En passant a la limite quand t -+ fee dans (57), on a 
Alors, puisque (&)t>u converge en loi vers p (x) dx, et par l’idgalite 
(54) a la limite quand t + +ce, on en deduit que (Xt)t>o converge en 
- loi /-L (x) dz. Ceci acheve la preuve du theoreme. 
5. Deux cas particuliers 
Nous avons Ctabli la convergence vers une mesure invariante unique dans 
le cas oti la fonction p peut s’ecrire sous la forme : ,B (x) = ,&j (x) + ox, 
avec Q grand et certaines conditions sur PO. 
Mais cette decomposition de ,6 ne couvre pas toutes les situations dans 
lesquelles il y a convergence. Pour montrer cela, nous allons Ctudier deux 
cas particuliers : /I (x) = x3 et p (x) = x’. Pour ces deux cas, on peut 
done choisir Q = 0. Les techniques de demonstration seront differentes de 
ce qui precede : on utilisera la for-me explicite de la mesure invariante. 
5.1. Le cas ,l3 (x) = x3. - Evaluons 
p*u(s,x) =E[/qx-XX,)] 
= E [(x - X,,)“] 
= .x 3-33m~(s)x2+3m2(s)x-m3(s) 
oti rni (s) = E [X.!], V’i >_ 0. Dans ce cas, 1’E.D.S. (ER) s’ecrit 
xt =X0+&-~ 2 
s 
gf {x,3-377x1 (s)X;+3mz (s)Xs-m3 (s)}ds-@. 
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Plaqons-nous dans le cas symbrique 
ml (s) s mj (s) E 0. 
D’oh 
(58) Xt = X0 + Bt - 1 2 .I 
m2 (t) = E (X,2) 
ot (Xi + 3mz (x)X,$) ds - kf- 
Soit h(.) la mesure invariante donnCe par 
(59) P (4 = 
exp- $+3m2$ 
( > 
J”, exp-($ + 3m2 “;i’) dx 
conformkment h (1). 
LEMME 21. - Le processus r@Echi X solution de (58) admet une unique 
mesure invariante syme’trique ,LL (x) dx don&e par (59). 
Dkmonstration du lemme 2 1. - Trouver dans ce cas une solution de 
l’kquation (1) est Cquivalent B montrer l’existence de rn2 E R+ tel que 
Notons 
p; : = pi (m2) := [lxiexp-(c +3m2 c) dx 
Calculons la dCrivCe de II, 
N(m2) = -i [E - (:)‘I = -i [b4 - (c2)21. 
BULLETIN DES SCIENCES MATHBMATIQUES 
560 M. DEACONU ET S. WANT-2 
En appliquant 1’inCgalitC de Schwarz, on obtient 
$‘(mz) < 0. 
De plus 111(O) > 0, done il existe un unique rn2 > 0 tel que T,!I (m2) = m2. 
Nous avons ainsi Ctabli le lemme. 
Nous nous intkessons 2 prksent ?I la convergence dans le cas symktrique. 
THBOR~ME 22. - Soient X le processus r-@&hi solution de (58) et 
,LL (x) dx l’unique mesure invariante associke don&e par (59). Alors 
(Xt)tlo converge en distribution, lorsque t --+ +CQ vers p (x) dx. 
Comme prkbdemment, 
m2;+l (s) = E [X?+l] = 0 h (Vi), 
et 1’E.D.S. (ER) devient 
x, = x0 + Bf - f J ’ (Xi + 3m2 (s) XS) ds - k:. 0 
LEMME 23. - La fonction m2 (t) converge, quand t ---f +CXI, vers m, 
l’unique point jixe de 1 ‘application T/J. 
Dimonstration du lemme 23. 
lo. On note 
a2 (to) := inft2t0 m2 (t) ; m2 (to) := sUpt>to m2 (t) 
et on dkfinit 
m2 := l;lrnj;f m2 (t) = supto rn2 (to) ; 
-t 
Ei2 := limsup m2 (t) = inft, Tii2 (to). 
t--t+92 
ConsidCrons le processus r&&hi Y, solution de 1’Cquation 
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Les applications 2 H x3 + 3m2 (t) J: et 2 H x3 + 3m2 (to) z vkrifient 
les hypothkses du lemme 11 de comparaison en loi et 
x3 + 3m2 (t)x 1 x3 + 3?7ta (to)x; x 2 0, t 2 to. 
On a done 
(61) rn2i (t) = E (X,“j) 5 E (Yt2i) 5 ce-x(t-to) 
d’apr$s le lemme 15 avec la notation suivante 
II, (x) := 
p&p- $+Jq 
( > 
JJ, exp-(?$ + Y) ’ a E R+. 





xaivE2 (x) dx. 
De mCme, on a 
/ 
1 
3; 1 x2it+p (x) dx. 
-1 










vz2 (x) dx 
1 1 
(63) s x4%, (x) dx < a 5 ?iib < -1 J -1 “1~~~ (x) dx. 
Par intkgration par parties, on obtient 
(64) I1 ( xi + 3ax”) v, (x) dx = 1 - 
-1 
+yXP[-(;+;)] 
= 1 -c(a). 
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Puisque 
on a 
” E4 -I- 31z425i2 _< J (X” + 3m2X2) -1 1/111, (x) dx = 1 - c (m2). 
Et, par symktrie, 
On a done 
z4+ %fi2?7&2 2 1 - C (7772). 
(65) l-c(E2) <ma+%&?& <=4+%2E2 5 1-c(=2). 
D’autre part, 
c’ (u) = 
3exp [-(a + :)] I1 (,-I,,,,,[-($+$)]dz 
(llexp [-(T + F)] dx)2 
c’(u) 5 0. 
On en dCduit que c(?z~) 5 c(m2). Avec (65), on a alors ~(5~2) : 
c(m2) = ea. On en tire 
FE4 = m = mq 
et 
mq = 1 - c2 - 3rn2Tii~. 
D’aprks (63) et (64), on a 
J 
1 1 




x%n2 (x) dx. 
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x2 vs, (x) dx I 7ii2. 
(62) nous donne l’inegalite contraire, on a done l’egalite 
s 
1 
fl2 = x 
2 ven2 (x) dx. 
-1 
D’ou 
s 1 mq = 1 - C2 - 3111.2 -1 x2vs, (x) dx = I1 x’v,,* (x> dx. -1 
Par symetrie, on obtient 
s 1 x441f, (x) dx = l1 x%i~, (4 dx. -1 
2”. Montrons que cette derniere CgalitC implique a2 = 7732. Soit cp une 
fonction, ‘p : [- 1, l] -+ R, definie par 
.I 
1 
cp (a) := xiv, (x) dx, 
-1 
avec la notation precedente, 
exp[-(;+y)] 
v”(a) = llexp [-(; + $)] dx’ 
Calculons la derivee de cp, 
p’(a) = -i x6vcI (x) dx - 
.I 
1 
x”v, (x) dz. 
-1 .I 
1 
x2v, (x) dx . 
-1 1 
Puisque v, (x) dx est une mesure de probabilitt sur [- 1, +I], l’inegalite 
de Holder implique que 
‘p’ (a> < 0, 
cp est done decroissante. Si cp (m2) = cp (T&), alors 
m2 =n&? =nQ. 
Ce qui acheve la preuve du lemme. 
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DtZrnonstration du thkorSme 22. - Nous allons montrer que pour les 
monbmes d’exposant pair, on a la convergence 
(66) lim rnzIj (t) = * = jIi21, (m). t&-+x 
(66) est vraie pour p = 1 : c’est le lemme 23. Soit done p > 2. En 
appliquant la propriCtC de Markov, on a, pour t > to 
m2p (t) = E (X,““) = E [EAytO (XF!,O)]. 
Choisissons to assez grand et E > 0 petit pour que, pour s 1 to, on ait 
m + E 1 m(s) > m - E. 
On note (XF*)t>o les processus solutions des E.D.S. IinCaires - 
X;* = Xt, + Bt - ; 1’ [(X,E*)3 + 3 (m zt E) Xf*] ds - kf’. 
Appliquons le lemme de comparaison en loi (lemme 11) 
(67) liminf E [(X’+)““] 5 I’ 
t3cx t 
;m$fE(Xy) 5 limsupE(X7) 3 t-+x 
5 limsup E [(X;‘-)““I. 
t-F% 
Utilisons maintenant le corollaire 13 avec g (z) := ~‘1,. On obtient en 
passant B la limite quand t -+ +cc 
1 4 &’ - - exp - 3(rnf&)Lz? dx 




cette limite &ant uniforme par rapport g la loi initiale 8. Ce qui nous 
donne, d’apr&s (67), 
& (m -I &) I li:gf E (Xy) 5 IiFzp E (Xy) 5 j&, (m - &). 
--a 
Or, lim fi221 (m f E) = jL, (m), ce qui prouve (66). 
Cd0 
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Les monhmes d’exposant impair &ant nuls et ceux d’exposant pair 
convergeant vers une quantitk bomCe, on en d6duit que la loi de (Xt)t20 
converge Ctroitement vers p,. 
5.2. Le cas /3 (x) = x5. - Notons 
s 1 m; (t) = E [X;] = xiu (t, x) dx. -1 
Alors 
E[P(x -&)I = x5 - 5rnl (s) x4 + lOm2 (s) x3 
- lOm3 (s) 2’ + 5m4 (s) z - m5 (s). 
On se place dans le cas symCtrique, d’oti 1’E.D.S. 
(68) Xt = X0 + Bt - ; 
s 
0t (X~+10m~(s)X~~+5m~(s)X,)ds-k~. 







f, exp -($ + 5 rn2& + 5 msx2) dx’ 
DCfinissons 
$4 (m2,m) : = 
SJ 1x2 exp - [ ( L$ + ! m2xa + g m4x2 >I dx 
f, exp [- ($ + $ rnzx’ + ! max2)] dx 
$2 (m2,m) : = 
SJ 1x4 exp - [ ( f + { m2x” + ; m4x2 >I dx 
J:1exp[-($+gnr2x4+i m4x2)] dx . 
LEMME 24. - I1 existe une unique solution (m2, ml) au systkme 
$1 (m2, m4) = m2 
$2 (m2,m) = w. 
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Ceci nous fournit une unique mesure stationnaire pour 1’E.D.S. (68) 
donnte par (69). 
DLmonstration du lemme 24. 
lo. On note 
.I 
1 
mi := &L(Z) dz 
-1 
pi : = ,u; (m2,md) := 
hi : = li 
PO. 
)] dx 
Les moments d’ordre impair &ant nuls, calculons la dCrivCe du moment 
d’ordre 2i par rapport B rn2 et B rnd. 
ab2i -= %$ . PO - P2i . & 
am2 Pi 
= -g (fiai+.~ - b4b2i) < 0 d’aprits Hiilder. 
De mCme, 
ab2i 
- = -i (b2i+2 - ji2ji2;) < 0. 
am4 
En intkgrant par parties ~0 et ~2, on obtient 
(70) fi6 = 1 - 2 eXp - i+i(mz+m4) 
> 
- 5m& - lOrnzj24 
(71) 3j.i~ = 2 exp - 1 6 -t i (m2 + m4) 
> 
+ jh + lom2$6 -k 5m&$. 
2”. On fixe m2 > 0. Puisque fi2 (rn2! .) est dkroissante, il existe un 
unique m4 = cp (m2) tel que 
b2 (m2,cpCmz)) = m2, 
dks que fi2 (m2,O) > m2 ; cela &ant toujours v&ifiC car m2 5 1. 
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De la mCme man&e, il existe un unique m4 = y (mz) tel que 
h(m2YYb2)) =r(m2). 
DCrivons par rapport B m2 les deux CgalitCs que l’on vient d’obtenir 
1 = j$$ + a~~22).d(m2) 
m 
%4 
r’(m2) = - 
s4 
am2 + 37 (m2) 
.-Y’ (m2). 
D’oti 
(72) ‘P’ (m2) = (/;;,,>-l (l-2) = (pJ(1+A)<O 
avec A = -& = $(b6 -b2b4) > 0. 
Et 
(73) 7’ (m2) = 
1 qh 1 
l-g!@&= 
a&4 <o -- 
l+Aamz 
avec A = --& > 0. 
3”. Montrons qu’il existe un unique m2 > 0 tel que y (mz) = cp (m2). 
Supposons qu’on a un tel m2 > 0. On affirme que -‘p’ (m2) > 
-7’ (m2). 
D’aprks les expressions de ‘p’ et y’ au point m2 ((72) et (73)), cette 
inhgalitk est kquivalente B : 
(l+A)2 2 (g) x (E). 
Vhifions-18 : d’aprbs (70), on a 
%6 s2 - = -5m4 - - 
am2 ama 
‘3b6 %a - = -5m4 - 
am4 am4 
+5exp - i+i(rn2+7nq) 
[( >I 
BULLETIN DES SCIENCES MATHBMATIQUES 
568 M. DEACONU ET S. WANT2 









(2) x (2) 5 (-gA+A’+$-%A) 
5 (1 + A)“. 
car bd = mq et j& = m2 
4’. 11 reste B Ctablir le resultat suivant : 
LEMME 25. - Soient f : [0, l] -+ R+, g : [O, l] -+ FL+, h-xfonctions 
dtkroissantes de classe C1 et telles que : 
{t E [o, 11; f (t) = .9 @>I c 0 E [o>ll; 4’ @I > -9’ WI. 
Alors il existe au plus un t tel que f(t) = .9(t). 
Dtfmonstration du lemme 25. - Pour montrer ceci, posons h(z) = 
f(4 - 9674. 
Si h(z) = 0, alors h’ (x) > 0. Et h(y) > 0, Vy ~]z,z + E] pour un 
& > 0. On se donne tl < t2 tels que h(tl) = h,(t2) = 0. 
On dkfinit s := inf{u ~]tl, t2]; h(u) = O}. 
On a h(tl) = h(s) = 0 et, pour tout u E [tl,s[, h(u) > h(tl) = 
h(s) = 0. 
Par conskquent : h’ (s) 5 0, ce qui nous donne une contradiction. 
5’. Revenons B la dkmonstration du lemme 24. 11 est alors clair que 
l’unicitk de (m2, m4) rkulte du point 4 ci-dessus. 
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